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Chapitre 12 : Transformée de Laplace

L. Introduction

La résolution de problémes physiques utilise souvent le remplacement des variables réelles
par des développements dépendant de la fréquence ou des foncgions de la variable complexe. La
transformée de Laplace, un outil clé en théorie des systémes linéaires continus, et consiste a étudier
le comportement des systémes (caractérisé par des fonctions du temps t) dans un domaine symbolique ot

la variable n’est plus le temps t mais une variable symbolique p, transformant ainsi f(t) en F().

; . S Pierre-Simon Laplace
Ce cours offre des rappels sur la transformée de Laplace et certaines de ses applications, 1749 - 1827

Mathématicien, astronome,
fournissant une base suffisante pour l'étude des systémes avec cet outil mathématique puissant. Physicien ef‘rh"”",”“’l"’h“‘l"e
angais

II. Définition de transformée de Laplace L (*)

Soit f(x) une fonction causale de R i valeurs dans C ou R.
On appelle transformée de Laplace la fonction F(p) = L(f (x)) qui vérifie : F(p) = 0+°° f(x) e PXdx

N.B : On appelle fonction causale une fonction définie sur R dont le support est borné a gauche en 0 et f est nulle pour tout x < 0.

III. Transformée de Laplace des fonctions usuelles

On trouve ci-dessous la transformée de Laplace de quelques fonctions dites usuelles car elle est fréquemment rencontrée, sans

Sattarder sur un développement mathématique relatives au calcul des intégral‘es.

1. Fonction échelon unité u(t)

Cette fonction est donnée par : Question : montrer que U(p) = %

Bt
u(®) =1sit>0 . R )
{u(t):Osit<0 2O0na:l() = f{"1e de=..dm. ... J

@ ULP)E@/‘:\ ......... A,_ .......... 4*...E

2. Fonction puissance o P T
f(t) =t", n € N*> On a: F(p) = f0+°° t" e Ptdt = |F(p) = —p'%

3. Fonction exponentielle

gt) =e** > Ona: G(p) = fo+°° et e Ptdt = |G@p) =" e

IV. Quelques propriétés de la transformée de Laplace

o Superposition et linéarité : L[« f1(p)) + Bf2(p)] = aL[f1(p)] + B L[f2(p)]

o Théoréme de la dérivée : L [de:Q] = p.F(p) — f(0*) de méme L [%] = p%.F(p) — p.f(0*) — £'(0*)

Pour généraliser : L [419] = pn, F(p) — p"L.£(0%) — p"2. £ (0+) — pn-3.fB)(0+) — ... — s (0
| =P p

o Théoréme de la valeur initiale : vi = f(0*) = t“%l f(t) = pl_i’lllw p.F(p) :
o Théoréme de la valeur finale : vf = f(+00) = tlgrnm f(t) = Lin(l) p.F(p)

V. Table de la transformée de Laplace

Dans le tableau suivant, on fournit une table pour le besoin de la théorie des systémes continus linéaires, elle contient les transformées

de Laplace des fonctions les plus usuelles,
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Dans la plupart des applications des cours d’automatique, cest souvent la transformée inverse qui utilisée.

deitions dans le dqnﬁiné temporel \

‘ Fohétim;é dans le‘d;inmine de Laplace

Avec:w, = WVl — m? et = cos™1(m) pourm < 1

Echelon unité : u(t) U(p) = 1
P
Echelon d’amplitude : e(t) = E u(t) E®p) = E
P
Rampe unité : r(t) = t.u(t) R(p) = Lz
P
Fonction 1 ordre : s(t) = (1 — e~ /7). u(t) S(p) = ——
p(+tp)
Fonction 2¢me ordre type 1: s(t) = (1 - (1 + %)e“ ‘/’) .u(t) S@) = ﬁ
p+1p
Fonction 2éme ordre type 2 :s() = (1 e _lrz (vr.e7 7t — 7,0 t/rz)) -u(t) S(p) = m
: o . 2 e : e—mwot
Fonction 2% ordre type 3 : s(t) = (1 sin(w,t + (p).-——m).u(t) Sp) = 1

p(1+ Zm— +(wo)2)

Remarque : la transformée inverse de Laplace ne fasse pas partie du programme TSI, elle est employée pour les systémes du premier

et du second ordre afin d'illustrer et de tracer leur réponse temporelle.

VL. Applications : Fonction de transfert a partir des équations différentielles

L'un des applications de la transformée de Laplace est la résolution des équations différentielle, ainsi que la recherche dela fonctlon

de transfert d’un systéme linéaire continu.

R
Exemple 1: charge du condensateur - circuit RC

o L¥équation différentielle régissant I'évolution de la tension de sortie vs (t) : D C
vs(t) + R.i(t) = ve(t) Bt que i(t) = Cd%(t) 2 dou: [R.c.2Z=® ""s(‘) = 4 vs(E) = ve(t) Ve —— ’Vs
©  On applique la transformée de Laplace & I'équation différentielle ci-dessus, on trouve : = e
RC.pVs(p) + Vs(p) =Ve(p) > Vs(p).(RC. p+1)=Ve(p)d> Vs(p) = e .Ve(p)
i i - _ Vs(p) . o
o La fonction de transfert sexprime par H = et H(p) = m

VII. Théoréme de la valeur initiale et la valeur finale

Les théorémes de la valeur initiale et finale permettent de déterminer les comportements initial et final d'un systéme a partir de sa
transformée de Laplace, facilitant I'analyse des systémes dynamiques.

Eo‘} ve(t) Valeur fir_)ale \
*  Théoréme de la valeur initiale : v; = lim Vs(t) = pl—l;rlloo p.Vs(p) =
* Théoréme de la valeur finale : vp = tlir+nw Vs(t) = ,l,i_r,’?, p.Vs(p) Ds(t) .

H Valeur initiale

©  Question 1: Pour 'exemple précédent, etabhrlexpressmn de Vs(pmwN
ENnas. N .= H(D.o Ve (3. L’ Bz L. Ul e s RC
1+T?

o Question 2: calculer la valeur initiale et finale, sachant que l’entree est une tension continue d'amplitude E : Ve(t) = Eo.u(t). ———L

voLew. antiode. 2. Ni £ D . MoLoun. fma“.&" Yoz Q. o MeLD). .. i
P+ P—v0 VLB = E2)
L) = =5
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