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ANALYSE TEMPORELLE DES SYSTEMES LINEAIRES

I. Introduction

Lanalyse temporelle permet de décrire le comportement transitoire des systémes linéaires. Lobjectif de cette étude est de présenter

les notions fondamentales du régime transitoire et ses applications pour déterminer les performances dans ce domaine.

Dans ce cours, on se limite au systéme 1€ et 2¢me ordres, car ils sont plus rencontrés en pratique et nombreux sont les systémes plus
complexes qui peuvent étre approchés par des systémes d'ordre un ou deux. Leurs caractéristiques temporelles sont parfaitement

maitrisées 4 partir de la connaissance de leur fonction de transfert respective.

II. Analyse temporelle des systémes linéaires

La réponse temporelle ou la réponse indicielle est obtenu expérimentalement en excitant le systéme par un signal spécifique de type

échelon et observer sa réponse. s@t)
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On distingue deux régimes sont :

_ Régime permanent

g
>

Régime transitoire

o Unrégime transitoire est le régime d'évolution d'un systéme qui n'a pas encore atteint un état stable appelé régime permanent.
Les grandeurs caractérisant le comportement du systéme varient.

o Un régime permanent est le régime d'un systéme stable observable aprés un certain temps, lorsque le régime transitoire est

éteint.

1. Application aux systémes du premier ordre.
1.1. Définition d’un systéme du premier ordre
On appelle systéme du premier ordre, tout systéme régi par une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants :

ds(t)
dt

Avec : K est le gain statique K = ﬂaﬂ et 7 est la constante de temps > 0 de méme dimension que le temps (heure, minute, seconde)

T +s(t) =Ke(t)

1.2. Fonction de transfert.
La fonction de transfert du systéme s'obtient par l'application de la transformée de Laplace & I'équation différentielle précédente sans

T.P.S@W+s(®=KEQ)

tenir compte des conditions initiales ; soit : ..} KN R it

D'oti la fonction de transfert H(p) = ;—E’% e (.?) 1+ tP]:K°E(?)_z> H(P) :i..(..P);; l K
¢ . E®. ArTP
File sdmet fapoleisel: S0 A4 Tlzo = =——€ .....................................................................................

1.3. Réponse indicielle.

Afin d’évaluer les caractéristiques transitoires, on considére usuellement la réponse indicielle. C’est la réponse a un échelon
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D’apres la table des transformées de Laplace inverse, la solution s(t) est de la forme : s(t)=K.Eo ( 1-e = )

CPGE TSI SUP — Génie électrique Pr A.OUAANABI




69| Page M3 : Automatique et modélisation Analyse et identification des systémes asservis

1.4. Etude de la réponse indicielle

o Lavaleur initiale Si : Si = Jim, ft) = ]im ) p.S(p) = l1m p. ; 1’:E10p 2 Si=0

o Lavaleur finale Sf: . S“f__@mm ia%

o R 1+
Le comportement transitoire d'un systéme 1¢r ordre est le suivant : k< ’L

‘r L’entrée _\I Sortie

Ponters w ......... CETTTTTTTTTTTTINN S

I'origine

K.Eo
Les valeurs remarquables :
95%K.Eo
e = 630
pourt =1 s(t) =63% K.Eo / Valeur finale Sf
63%K.Eo
pourt = 3t s(t) =95% K.Eo
Ts9 i
T 37 5

1.5. Tempe de réponse

Le temps de réponse d’un systéme est le temps mis par la sortie du systéme pour entrer dans la bande compris entre 95% et 105% de
sa valeur finale.

tr
Pour un systéme 1 Ordre : s(tr) = 0.95 K. Eo < K.Eo (1 - e_'r_) = 095K.Eo & — % =In(0.05) = -3

Dioa

Conclusion :

L'analyse temporelle ci-dessus a permis de caractériser complétement la réponse indicielle d’un systéme d’ordre un :
o forme de la réponse transitoire : exponentielle sans oscillation (amais la valeur finale est dépassée).
o Démarrage & zéro avec une ponte vertical
o estimation de la durée du régime transitoire 4 5% : Trsy, =37

o valeur finale : KEO

2. Application aux systémes du premier ordre.
2.1. Définition d’un systéme du premier ordre
On appelle systéme du deuxiéme ordre, tout systéme régi par une équation différentielle du premier ordre 3 coefficients constants :

1 d?s(t) 2mds(t)
w? dt? w, dt

+5(t) = K e(t)

Avec:
o K:le gain statique K =%

O  wjy ‘lapulsation propre du systéme (rad/s)

o m:facteur ou coefficient d'amortissement, parfois noté z ou ¢ (sans dimension).

2.2. Fonction de transfert.

La fonction de transfert du systéme s'obtient par I'application de la transformée de Laplace 4 I'équation différentielle précédente sans

tenir compte des conditions initiales ; soit : B i e iy 3 o SRR TG TR R L NS SRS o AR

A SCR).4. 270 P, 5(9)+5L») ....... ey SRR T e T R e

‘(/ U/m
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| 2
D'oti la fonction de transfert H(p) = S l HLP): K = |

E(®) e : o —— :
Vg P2 4 mmf’.f-'l PEp2mln P 4 wa®
Les poles plet p2 de la fonction de transfert de transfert sont les racines de Iéquation : p? + 2mw,.p + w2 =0

2.3. Réponse indicielle
Afin d'évaluer les caractéristiques transitoires, on considére usuellement la réponse indicielle. Cest la réponse & un échelon
Eo
: e K wa
SE= G- GCP = €2 R
F Pé_/_ &mwm/)-f c‘-/'n’2

2
o Lavaleur initiale Si : S,:&MP. fe = Kuws
v b PRSPy il
o Lavaleur finale Sf:..S, :{),mP.f_’_,, Kw$

[ PR Py Wi
2.4. Etude de la réponse transitoire
Le comportement transitoire de la réponse indicielle n’est plus facile a tracer , mais cette fois-ci, il dépond plus du

coefficient d’amortissement m.

2
11 faut faire alors une étude du polynéme de dénominateur Den (p) - Den (jw)=1 + i—': p+ (win) p?

2
o OnposeX=p=> DX)=1 + ZmQL + (ml) et notant X1 et X2, les solutions de polynéme de D(X) .
n n
o Calculons de de discriminant : A= ;42- (m?-1)
0

I1'y a donc trois cas d’étude en fonction de m : m > I,m=1letm<1.

2.4.1. Régime apériodique : m > 1
Ily a deux racines réelles : w; = mwy — woVm?z — 1 et W2 = Mwy + wogVm? — 1 . La fonction de transfert est alors s’écrit :
H(p) =

Les fonctions H1 et H2 sont deux fonctions de 1¢* ordre de pulsation de coupure w; et w,. La réponse indicielle est la

K

e aely e
Ry K.H1(p).H2(p) avec 71 = = et 12 = =

2

suivante :

I?(p) =.k..H,,.(?.)..l’f.a.(.f).?.{f:j(f...;.. k £
Lt g (i Td)

P Sha . z A ‘entré 5
o forme de la réponse transitoire : exponentielle sans r Licntees _\ I Sortie l _\
Eo v X
oscillation (amais la valeur finale est dépassée). k.Eo >
95%K.Eo A _/
o  Démarrage a zéro avec une ponte horizontale Valeur finale Sf
o valeur finale : KEO
T1se,

2.4.2. Régime critique : m =1
Il'y a deux racines réelles doubles : w, = mw,, . La fonction de transfert est alors s'écrit : H(p) = ﬁ avec T = wL

La réponse indicielle est donc :

CPGE TSI SUP — Génie électrique Pr A.OUAANABI




71| Page M3 : Automatique et modélisation Analyse et identification des systémes asservis

atil y
10
3 9 m=1
Un exemple pour : K=0.8, w, = 2 rad/s et on prend 8
m=1, m=4 et m=6. 95%K.Eo 7 \
6 o m=6
5 i
On en déduit que le temps de réponse minimum sans 4
3
dépassement est obtenu pour m=1. 2 m= 4
1
0 ; 1 b
Dhers 1. BEL 5 MEd 5 4 5 6

2.4.3. Régime pseudopériodique : m < 1
Dans ce cas, les racines sont toutes imaginaires : w; = mw, — j.w,V1l — m? et Wz = Mwy +j.w,V1 — m? | La réponse

K

Zm

ey Sa s
indicielle devient : S(p) = L 1

e

Le comportement transitoire de la réponse devient :

Ar s(t) 1er dépassement

KEo \/N_ _/

Valeur finale Sf

~

Remarque :
Pour ce cas (m<1) le systéme présente un dépassement, il est caractérisée par la présence des oscillations d’amplitudes

décroissantes.
Dans certaines applications industrielles, le dépassement doit étre nul ou trés faible. La raison est généralement liée a la

sécurité du personnel et du matériel.

2.5. Temps de réponse

On rappelle que le temps de réponse d’un systéme est le temps mis par la sortie du systéme pour entrer dans la bande compris entre

95% et 105% de sa valeur finale :

16 5 Régime pseudopériodique ] 9 Régime apériodique
s(t) ‘}S(t)
5 Loowve ] 7 a
%
- /’\ /' 105% Vf .
¢ %
10 1 \ = ? 95% Vf
o 5
X y
6
3
4 Treg Temp‘s de réponse : 9 Trey Ten;;)s dc;réponse :
% e ...........
2 Q\ ..... A e 1 g;\ e 7
0 > 0 —>
0 0.05 0,1 0,15 0.2 0.25 0.3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3,5 4

Vf: lavaleur finale de la sortie

Question : Existe-t-il une méthode mathématique servant a calculer directement le temps de réponse ?

11 n’existe pas en toute rigueur pour les systémes d’ordre deux une expression exacte permettant de calculer le temps de

réponse en fonction des paramétres fondamentaux m et Wy
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Le calcul de temps de réponse est obtenu & partir de I'abaque
suivant, le faite de connaitre la pulsation propre et le coefficient

d’amortissement conduit a calculer le temps de réponse a 5%.

Remarque : On note que le temps de réponse est minimum

lorsque m= 0.7. Dans ces conditions :

Trgy, Xw, =3

Exemple : si m=0.3 et w,=9.34 rad/s. le temps de réponse est :

HAas R ol . Tr il =B
w P ) <

....J.:Dol.f;,. .
W

2.6. Dépassement indiciel
Lorsque m est inférieur a 1, la réponse indicielle géneére

des dépassements. On définit le premier dépassement

Analyse et identification des systémes asservis

T o) g e

Coefficient d’amortissement m

par:
D1% = 100 . — 4 ENRRRENENNERNER
b= v 7 . v:&_
9 f ( - a8 } % , 3
7 [ [T
Une autre relation mathématique est obtenue 4 partir de 6 f l ! f | |
la réponse indicielle vaut : 2 vf D2
—nm 3 | | T l
D1% = 100 ev1-m? 2
1 t(s)
0 >
0 0,02 0,04 006 008 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2
10°
L’abaque ci-dessous permet de connaitre la valeur du Dk
dépassement relatif en fonction du facteur
d’amortissement. Lorsque I'amortissement tend vers e 6
<
on peut ainsi mettre en évidence que la valeur des @
-~
dépassements est de plus en plus faible. é 10-!
Q B
@n
é’ffﬁ[ -
Exemple : si m=0.7 etw,=9.34 rad/s. le 1e =
dépassement D1 est :

REL W N

ITI. Péles dominants et réduction du modéle

Coefficient d’amortissement m

Dans cette partie de cours. Nous intéresserons a la réduction des modéles, dans le cas ou le systéme est d’ordre supérieur a

2, Leurs caractéristiques transitoires ne peuvent étre calculées algébriquement sans que 'on passe par des approximations.

Lorsque celles-ci sont justifiées, on obtient généralement une évaluation raisonnable de ces caractéristiques.

Pour appréhender un systéme complexe en prenant comme support un systéme de fonction de transfert d’ordre trois de

polesréels: 11 =5,712=05,13=0.1 et K = 1
K

H(p) =

1+ 11p)A+ 2p)(1 + 13p)

Les poles sont tous réels donc le régime transitoire ne présente pas en conséquence aucune oscillation
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1. Pbles dominants

Les péles dits dominants sont situés prés de I'axe imaginaire dans la carte des péles. Ils correspondent & des constantes de

temps élevées ou 4 des amortissements faibles.

: 1
Pour la fonction précédente posséde trois pédles sont : pl= —& = —% ; & e g— = .:1. et f;; "(..iq- T e
Lm e 2 24
Pole dominant
p3 p2 plT Re

2. Réduction de modéle

Le comportement transitoire est celui imposé par la constante dominante 1 = 5 et donc du pole dominant p1, le moins

éloigné de I'axe des imaginaires. Le temps de réponse est pratiquement égal a 371 = 15.

K
(1+71p)A+ 12 p)(1+ 13 p)

H(p) =

La figure suivante représentant les réponses a un échelon unité confirme cette approximation :

R X0 | | |
1

o ‘ : o ap—TT : |
ols 5 95% Vf ||

0,7
0,6
0,5
0,4
0,3 Modeéle d’ordre 3
0,2 | R S T S
0,1 Modéle approché d’ordre 1 }‘{? Trey t(s)
0 >
0 5 10 15 20 25 30

Exemple : Modéle simplifier de 1a machine i courant continu

L'étude a pour but de simplifier le modéle de 1a MCC, d'un systéme de second ordre 4 un modéle de premier ordre. Pour ce

faire, nous rechercherons un modéle tout d’abord le mieux connu de la MCC contenant deux constantes de temps, une

Km
(14 Te p)(1+ Tem p)

électrique 7, et 'autre électromécanique 7,,, : M(p) =

o La constante de tempe électrique 7,

On obtient cette constante & partir de 1'équation de maille aux bornes de linduit : u(t)=e(®)+Ri(t)+L—= dl(t)

La transformation de Laplace de cette équation, conduit a : | (p) = 1 M =2 I(p) = : .E%-f;—m avec T, = —’-L?-

1 +EP

o La constante de tempe électromécanique 7.,
On trouve de la figure suivante, le schéma fonctionnel de la MCC :

Pour faciliter 1'étude, nous considérons que le coefficient de frottement visqueux f est nul (il est intégré dans le couple

résistant Cr). Cr(p) [ Fonction de transfert M(p) = Q(p) / U(p) pour Cr=0 ]
........................................... S ey
@@_,L 1 &l—o = 1n(p) = dP(R+Li’) |
R + i L N D L s e e e
T -
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Al deih K ..
................... PR vl & SRl o

En effet : M(p) =%=—m—7‘—n—

1+37p+ 5P

Donc le modéle de la MCC est un modéle de 2éme ordre, on peut le mettre sous la forme canonique suivant :

£ Km = Km
Mip)= (A4 Tep)(A+TemP) ~ 1+ Wet Tem) P+ TeTom P2
ik : . : P B L : JR
Question : par identification. Montrer que la constante de temps électromécanique, s'écrit par : T,,,, = 3
%Ze@n:ﬁz>twa:i..j—gﬂiz> Z&m—_—;L ......................................
k= Er e R0k k

Pratiquement la constante de temps électromécanique est trés grande par rapport a la constante électrique : T, > T,

o Simplification de modéle MCC :
En prenant comme support la machine & courant continu : M540 E 24 V 2500 tr/min
+» Caractéristiques techniques de la machine :

Tension nominale inertie totale La constante K Résistance d’induit Inductance d’induit
24V 0.451072 Kg.m? 0.071 SI 1.55 Q 3.39 mH

< Calcul des constantes de temps

Valeur de la constante électrique 7, | Valeur de la constante électromécanique 7,,, La constante dominante (z.ou 7.,,)

2, I8 oms 38,36 my Com = 138,34 o §
<+ Le modéle approché de la machine & courant continu
. : Ko DT R
1+ Ceom P Ay Ek%a P
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