55| Page M3 : Automatique et modélisation

Transformée de Laplace

Introduction a I'asservissement

I. Introduction

Plusieurs techniques utilisées dans la résolution de problémes physiques sont fondées sur le remplacement de la variable réelle (temps

ou distance) par certain développement dépondant de la fréquence ou par des fonctions de la variable complexe dépondant de la

fréquence.

La transformée de Laplace est un outil mathématique tres utilisé dans la théorie des systémes linéaires continus. Elle consiste a

étudier le comportement des systémes (caractérisé par des fonctions du temps t) dans un domaine symbolique ot la variable n'est

plus le temps t mais une variable symbolique p. A toute fonction f(t) correspondra sous réserve d’existence une fonction F(p) dans le

domaine symbolique. Cette fonction sera image de f(t). Inversement sera appelée originale de F(p)

On présente dans ce cours quelques rappels sur la transformée de Laplace ainsi que certains de leurs applications, rappels qui sont

suffisants pour pouvoir étudier des systémes a 'aide de ce puissant outil mathématique.

II. Définition de transformée de Laplace L()

Soit f(x) une fonction causale de R a valeurs dans C ou R. D_-F (3 Eb, + P

On appelle fonction causale une fonction définie sur R dont le support est borné a gauche en 0 i.e. f est nulle pour tout x < 0.

On appelle transformée de Laplace la fonction F(p) = L(f(x))(p) qui vérifie : F(p) = f0+°° f(x) e P* dx

III. Transformée de Laplace des fonctions usuelles

On trouve ci-dessous la transformée de Laplace de quelques fonctions dites usuelles car elle est fréquemment rencontrées, sans

g'attarder sur un développement mathématique relatives au calcul des intégrales.

1. Fonction échelon unité u(t)
1

Cette fonction est donnée par : "
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2. Fonction puissance

f(t) =t"'neN*2> On a: U(p) = f0+00 th Pt gt =

pntl

3. Fonction exponentielle

f@) = e = On a: Ulp) = fo+°° et =Pt dp — | 1

p+a

IV. Quelques propriétés de la transformée de Laplace

o Superposition et linéarité : L[ f1(p)) + B f2(p)] = a L[f1(p)] + B L[f2(p)]

d? f(t)
dt?

o Théoréme de la dérivée : L [%Et)] = p.F(p) — f(0%) de méme L [

d” f(t)
dt?

Pour généraliser : L [
o Théoréme de la valeur initiale : vi = f(0%) = tlir(§1+ f) = lirP p.F(p)
- p—+

o Théoréme de la valeur finale : vf = f(4+0) = tlir)}lmf(t) = }Jirr(l) p.F(p)

= p2.F(p) — p.f(0) — f(0*)

| = p"F() = pL£(0%) — p 2 fD(0%) — pr R FD(0F) — - — FD (0%)
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V. Table de la transformée de Laplace
En annexe X, on fournit une table assez compléte pour le besoin de la théorie des systémes continus linéaires, elle contient les
transformées de Laplace des fonctions les plus usuelles. Dans la plus part des applications des cours d’automatique, c’est souvent la
transformée inverse qui utilisée.
Remarque : la transformée inverse de Laplace est hors programme de TSI, mais on l'utilise juste dans le cadre d'un systéme lere

ordre, pour montrer et tracer la réponse temporelle afin de faire une comparaison avec les méthodes classiques de résolution.

VI. Applications : Fonction de transfert a partir des équations différentielles
L'un des applications de la transformée de Laplace est la résolution des équations différentielle, ainsi que la recherche de la fonction

de transfert d’'un systéme linéaire continu.

Exemple 1 : charge du condensateur — circuit RC

o L%quation différentielle régissant I'évolution de la tension de sortie vs (¢) :

vs(6) + R.i(t) = ve(t) Bt que i(t) = €22 3 dour: [R.C. 222 1 vs(t) = ve(t) R
dt — 1 .
o  On applique la transformée de Laplace a 'équation différentielle ci-dessus, on trouve : I C I
Ve -1 | Vs
RC.pVs(p) + Vs(p) =Ve(p) > Vs(p).(RC.p + 1) =Ve(p) > Vs(p)= T Ve(p)
———o—o
o La fonction de transfert sexprime par H(p) = ZZEZ; | H(p) = n ijp

A t=0, on applique un échelon de tension ve(t) = Vo.u(t), leur transformée de Laplace : Ve(p) = ? .......................................

5 : : . _ Vo
o Llexpression de la sortie est : Vs(p) = PRTTIS) N
Théoréme de la valeur finale : limp.V li Yo v Vol
o éoreme de la valeur finale : vf = pl_r}é D S(p) = pllr(} p. m =Vo
PN . . . Vo ‘US(t)
o  Théoréme de la valeur finale : vf = Ll_r}(l) p.Vs(p) = pl_l)lﬂo P irey) .
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